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LES SEMI-NORMES MULTIPLICATIVES SUR LES ALGEBRES 
D’ELEMENTS ANALYTIQUES AU SENS DE KRASNER 
PAR 
G. GARANDEL 
(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of November 30, 1974) 
Soit K un corps value non archimedien, complet, algebriquement clos 
et soit x --f 1x1 sa valeur absolue. Soient D un ferme borne de K de cardinal 
infini, K(D) la K-algebre unitaire des fractions rationnelles sur K sans 
poles dans D. L’algebre K(D) est normee par la norme de la convergence 
uniforme sur D notee I\ 11~. Soit H(D) la K-algebre de Banach compl6t6e 
de K(D) [31, [71. L es elements de H(D) sont appeles &ments analytiques 
au sens de KRASNER [9] sur D. 
Si A est une K-algebre, nous designerons par Mult (A) [S] l’ensemble 
des semi-normes multiplicatives sur A et si p est une norme ultrametrique 
sur A, nous designerons par Mult (A, ,u) [8] l’ensemble des Blhments de 
Mult (A) continus pour p. Nous nous proposons de caracteriser les elements 
de Mult (K(D), I] 110) dans Mult (K(D)) ce qui permettra de connaitre 
Mult (HP), II Ilo). P our cela nous introduirons notamment une notion 
de filtres sur K, nomm& filtres circulaires, et nous mettrons en Bvidence 
une bijection naturelle entre les filtres circulaires de K secants 5, D et 
Mult WP), II lb). D ans un premier paragraphe, nous commencerons par 
rassembler les proprih5s des semi-normes multiplicatives de K[X] qui 
nous seront utiles par la suite. 
PRELIMINAIRES. Soit A une K-algebre unitaire, on appelle semi-norme 
de K-algi?bre unitaire sur A, une semi-norme f de K-espace vectoriel sur 
A telle que : 
f(X.Y)<fW*f(Y) 
f(l)= 1. 
Une semi-norme est dite multiplicative sur A si, pour tout (x, y) E A*, 
on a fW~)=fWf(y). 
11 est alors facile de voir que toute semi-norme multiplicative sur A 
est ultramhrique c’est-it-dire vhrifie : 
pour tout (x, y) E A2, f(x+ y)< Max (f(x), f(y)). 
D’autre part, on notera v la valuation associee a la valeur absolue 1.1 
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de K par: V(X) = - log 1x1, oh log est une fonction logarithme de base 
p> 1 fixee une fois pour toute dans cet article. 
I. LES SEMI-NORMES MULTIPLICATIYES SUR L'ALQEBRE K[X] 
Soit f un element de Mult (K[X]); oomme K est algebriquement 0108, 
f est oompktement determine par ses valeurs sur les polynomes de la 
forme (X-a) oh a E K. Soit d un disque circonftkenoie de K de centre 
0 et de diametre r; pour tout P(X) E K[X], on pose: 
f&W)= ;yr PWI et Q(W)= - loi3 fd(JW). 
Rappelons, d’autre part, la d@nition de la for&on v(P, . ) [lo] : 
si P(X)=ai~+arX+ . . . + anXn, pour tout ~1 E B, 
on pose: 
et 
Rappelons maintenant quelques rbsultats connus ou immddiats 
PROPOSITION I. 1. Soit d un disque circonfdrencik de rayon r et de 
centre a; alors on a: 
(i) fd(X-b)= Max (r, lb-al) pour tout a E K; 
(ii) si r# 0, v&‘(X)) = va(P(X), -log r) pour tout P(X) E K[X] ; 
(iii) fd E Mult (K[X]) ; 
(iv) l’applicatiorh d + fd e8t strictement croissante. 
PROPOSITION 1.2. [8] Soit f E Mult K[X] et soit r= inf (f(X - b), b E K}. 
S’il existe a E K tel que f(X-a) =r, alors f est de la forme fa 04 d e& le 
disque circonfkrencit! de centre a et de diamhtre r. 
PREUVE: Montrons que pour tout b E K, on a f(X- b) =fd(X- b). En 
effet, on a: /(X-b)< Max (/(X--a), /a-b/)= Max (r, la-b/), c’est-h-dire 
f(x-b)<f&-b); de pl us si f(X--a)#la-bl, on a: f(X-b)=fd(X-b), 
et si f(X-a)=la-bl, alors f(X-b)<f(X--a)=r, d’ob f(X-b)=f(X-a)= 
=r=la-b/=fd(X-b). 
On munit dhormais Mult (K[X]) de la topologie de la convergence 
simple [8]. 
PROPOSITION 1.3. Soit d, une suite ddcroissante de bisques circonf&en- 
ci& de K et d un disque circonf&en& de K, alors lim,,+, f% = fd si et 
seulement si nn a?, = d. 
PREWE: Posons r,= diam d, et r= diam (d). 
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1) Supposons nn a, =a; dors Y= limn-r+oo r,. Si a E a, alors a eat 
centre de d, pour tout n. Soit k E K; on a alors: 
fd,(X-k)= Max (rn, la-k/), 
et d’rtutre part /4(X-k) = Max (r, la- kl), d’oti: 
2) Rbciproquement, supposons que fd= lim fd,,. La suite d, &ant 
&croissante, on a fd= Infn fd, ayoh a C nn a,. 
Soit a E a ; alors 
d’oii : 
fd(X-a)=r= lim f&,(X-a)= lim r,,, 
n++co n-b+02 
r= lim T,. 
n++w 
Prenons b E nn an; alors fG(X-b) =r,, pour tout n et 
d’oh bEd. 
fd(X-b)= lim vn=r, 
n++oo 
P~o~osm~o~ 1.4. Soit f un dldment de Mult (K[X]) qui ne soit pa8 de 
h for??= fd; alors il existe une suite strictement dkCvti88ante de ai8qued 
circonfkrenciks (an) telle que f = lim,,+m fd, et nn a,=@. 
PRETJVE : Supposons done que, pour tout a E K, on ait 
f(X-a)> Inf {f(X-b), b E K}=r. 
11 existe une suite (a,) dans K telle que la suite f (X -a,) soit strictement 
d6croissante et tende vers r. Associons B la suite (a,), la suite strictement 
dtScr0isw-h des disques circonf&enci& a, de centre an et de diam&re 
f(X-a,). Montrons que la suite (fd,J converge vers f. 
On a pour tout n E N pour tout k E K, f&(X-k) = Max (m, ja, - kl), et: 
a'0h: 
f(X-k)< Max (f(X-an), Ian-kl) 
f(P) <fd,,(J’), pour tout P E K[Xl. 
D’aprbs la proposition 1.3., on a: n,, d,, = 0 et, par consbquent, si k E K, 
& partir ah certain rang nk, on a: k $ a,; alors pour n >nk, on a 
Ian-k] >rn, d’oh f(X-k)=lan-k(=fd,(X-k) et 
f(X - k) = lim fd,(X - k). 
n-++- 
COROLLAIRE 1.5. Soit (an) une suite ddcroissante de disques circon- 
ft?renc& de K; alors lim,,+, fd, E Mult (K[X]). 
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On distingue done sur K[X] deux types de semi-normes: 
le type I: ce sont les semi-normes fd, 
le type II: ce sont les semi-normes f = lim fd, oii (&) est une suite 
strictement dhcroissante de disques circonfhrenckk de K telle que n d, = (b. 
Soit r, le diamhtre de dn ; dans ce cas, on a alors limn++a, r, # 0, puisque 
K est complet. 
Rappelons qu’un corps E, muni d’une valeur absolue ultramkrique 
est dit muxinudement complet, si toute suite dhroissante de disques de E 
admet une intersection non vide. Si done K est maximalement complet, 
tout Blhment de Mult (K[X]) est du type I. 
Soit a E K, on note (a) le disque circonf&enc% de centre a et de dia- 
m&tre nul. 
PROPOSITION 1.6. Un dldment f de Mult (K[X]) est une norme si et 
seulement si f # ffaj. 
PREUVE: Si f est du type I, c’est Bvident d’aprh la proposition 1.l.i ; 
si f est du type II, montrons que f est une norme: soit b E K, alors pour 
tout n, on a fd,(X- b) > r,, d’oh 
f(X-b)= lim fd,(X-b)> lim r,>O. 
a-+-l-a, TI++a, 
II. LES SEMI-NORMES MULTIPLICATIVES SUR K(D) 
Soit f E Mult (K[X]) et soit P/Q E K[X] ; si f(Q) # 0, on posera f(P/Q) = 
=f(Wf(&). D’ a P r&s la proposition 1.6., si (d,) est une suite dhroissante 
de disques circonf&enci& de K, alors lim, fd,, se, prolonge de faqon unique 
en un &ment de Mult (K(D)) si et seulement si nn & n’est pas Aduit 
& un point du compl&mentaire de D. Un Bl&ment de Mult (K(D)) &ant 
caract&is8 par sa restriction B K[X], on dira que f est du type I (resp. 
du type II) si sa restriction B K[X] est du type I (resp. du type II). 
Un Blbment de Mult (K(D)) es une norme si et seulement s’il n’est pas t 
de la forme fcaj, oh a ED. 
On sait, d’autre part, que si D est une partie inhie de K, l’application 
IJJ + I/T[~D= Sup,,~ I&z)/ dkfinit une norme sur K(D) si et seulement si 
D est fermh born& 
Faisons d’abord quelques remarques : 
LEMME II. 1. (i) Soit d un disque circonftkencid de K et q E K(d) ; on a : 
f&4 = IMId. 
(ii) Soient D wn fermi? bornd de K et p = P/Q E K(D) avec (P, Q) E (K[X])2, 
alors llf’lldll&ll~~ IIPIID- 
PREUVE: Nous dhmontrerons (i). Posons 
v(X) = PWIQ(X) oh (P(X), Q(X)) E W[X1)2. 
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Soit ‘Q(X) = J& (X-q ) d 06 g 4 d. La fonction x + / nr=“=, (x - q2)/ est 
constante sur d. Si x E a, on a 
‘dx) = j&(x)) ipO et “up Idx)l=fd(q+)). 
PROPOSITION 11.2. [8] Un klkment de Mult (K(D)) appartient d Mult 
(K(D)), I/ 110) si et seulement si, pour tout y E K(D), on a j(p) G llvllo. 
PREUVE : La condition suffisante est Bvidente; reciproquement, soit 
j E Mult (K(D)) tel q u i existe p E K(D) satisfaisant I]g~l]~<j(~). v(R) “1 
&ant dense dans Y$ il existe 3, E K tel que I\&< 121 <j(v) d’oh 
On voit done que 
lim Il(y~/A)~ll=O et lim j((~/l)~)= +oo, 
n++CQ n-++m 
ce qui montre que j n’est pas continu. 
Pour tout ferme borne D de K, on notera &sown& Q le plus petit 
disque circonf6renci6 contenant D que l’on appelle enveloppe de D [3], [7]. 
On appelle trou de D [7], [3] un disque non circonfkencie maximal 
contenu dans Q-D. Alors on sait que l’ensemble des trous de D constitue 
une partition de D - D [7]. 
PROPOSITION 11.3. Soit D un jermd born4 de K et soit (&) une suite 
dtkroissante de disques circonjtrencids de K telle que: 
f = m~ymfan E Mult (K(D), II 110); 
ti f # fD ah8, d pai& d’un ce?bin rang, on a: da c D et dn n’est contend 
dam aucun trou de D. 
PREuvE : Montrons la premiere affirmation : supposons que a,,, n D = (b ; 
soit k E D et an,, E a,,,. Alors: 
j(x-4=fdAg(X-W=lano --ii’> diam (D)=f@-k)>IIX-kllD 
ce qui eat contradictoire avec l’hypothese. On a done d, n 0~0 pour 
tout ‘12. 
Si, pour tout n, D C an, alors jD(P)< j%(P) pour tout P E K[X], d’apres 
la proposition I.l.iv. Alors on a : 
j(P) < IIpllD< j@) < j(P) pow tout p E KVI, 
d’oh : 
f(P)=f#) pour tout P E K[X]. 
Montrons la seconde affirmation: supposons que, a partir d’un certain 
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rang no, & soit contenu dans un trou T de D de diamhtre t. Soit LY E a&; 
pour tout n>no, on a: 
d’oh : 
/6,(X -a) < r oh r est le diamhtre de a&,, 
Si x E D, on a Ix--l>t, d’oh: 
d’oii : 
On voit, en particulier, que si f = f@ E Mult (K(D), 11 IID), alors d c D 
et d n’est contenu dans aucun trou de D. 
Notre but est maintenant de trouver une condition nhessaire et suffi- 
Sante pour qu’un Blhment de Mult (K(D)) appartienne 8, Mult (K(D), II 11~). 
Soient j4 E I.3 et a fz K; la fonction va(. , p) se prolonge sup K(X) en 
posant pour P, Q E K[X] : V&-‘/Q, 1~) = v,(P, ,u) -v,(Q, ,u). Soit (a, b) E P 
td que ~(a--b) 2~; alow on a Q(P, pu) =a(~, p) (p’ 6 K(X)) ([31, II). 
LEMME 11.4. ([3], II) Soit d un disque circonft!rencik de K de c-e&e a 
et de rayon r # 0 et soit y(X) E K(X) ; alors, on a: 
LEMME 11.5. Soit d un disque circonfhend de K et (u,) une suite 
d’dldments de a telle que 
lim IuP - u,l = diam (a) ; 
9. P 
9+q 
alors pour tout b Ed, on a limn++oo lu,-bl= diem (a). 
~OPOSITION 11.6. Soit d un di8pe circonfCencib de centre a et de 
rayon r et s&t (urn) une suite d’dhh?nt8 de K telle que 
aJor.9 : 
lim IuP-uqI =r= lim lu,--al; 
9. P 
9*q 
a) si r=O on a f&v)= Ip(a)l = 1 irnn++- IQ)(G)/ pour tout ~1 E K((a)) 
b) si r#O on a f&p) = 1 im,,+a IQ)(u~)[ pout tout p E K(X). 
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PREUVE : Supposons r # 0. 
Si, pour tout entier N, il existe n>N tel que jun--al #r, on obtient 
le &wltat grhe au lemme 11.4. 
Si, 8, partir d’un certain rang on a ju,--al =r, soit b E K et montrons 
que fd(X -b) = lim Iun - bl. La question se pose uniquement pour lb -al = T, 
alors b E d et on applique le lemme 11.6. 
Cette proposition se ghhalise de la fagon suivante: 
PROPOSITION 11.7. Soit (d,,) une suite strictement dkroissante de di8qw.s 
circonfhencib. Soit (a,) une suite de point8 de K telle que a, Ed,,, an $d,,+~; 
dors, 8i v E K(X), on a: limn++oo f%(v)= lim I&,)\. 
PREUVE : Si nn dn#(d, on applique la proposition 11.6. 
Si nn d, = $3, alors, pour tout b E K, on a, B partir d’un certain rang 
b 6 d, et fd,(X-b)= /a,-bl. 
REMARQUE: Soit pl E K(D) et f E Mult (K(D)) ; alors la proposition 11.6. 
(resp. la proposition 11.7.) permet de calculer f(y) B l’aide d’une suite 
d’&ments de D lorsque f est de type I (resp. de type II). 
III. FRONTIERE ANALYTIQUE ET APPROCHE ANALYTIQUE 
PROPOSITION 111.1. [l] Soit J une partie d’un di8qu.e cimmf&encid d 
de K de rayon r les conditiw 8uivantes 8ont kquivalentea: 
a) il exi8te une suite (u,) d’&!ments de J telle que 
lim IuP-uql=r, 
P++m 
a++- 
**a 
b) pour tout a Ed, il edste une suite (u,) d’dMmen$8 de J telle que 
lim jun-al= lim IuP-ual=r; 
D++- 
a++m 
v*a 
c) pour tout P E K[X], on a IIPllJ= fd(P). 
On dit qu’une partie J d’un disque circonfhenoik d de K eat frmti&re 
an&tique [l] de d si J vhifie l’une des propri&& Bquivalentes pr&&dentes. 
COROLLAIRE 111.2. Soit J une partie d’un dkque circonftkencid d de K; 
alms J est front&e analytique de d 8i et seulement 8i pour tout go E K(J), 
012 a llplll~~fdd- 
PREUVE: Montrons la condition ndcemaire: si P/Q E K(J), on a 
fd 6) = fdo = IlQll.~ <
fd(P) llpllJ 
J’ 
en utilisant le lemme II.l.ii. 
22 Indagationes 
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Montrons la condition su.sante : soit P E K[X], on a alors: 
d’oh : 
/lplI~~llPlld~f~(p)~llplI~~ 
IIPIIJ = W). 
COROLLAIRE 111.3. Soit D un fermi’ bornk de K; alors fD appartient & 
Mult W(D)> II lb) si et seulement si D est front&e analytique de son 
enveloppe. 
PREUVE: On a toujours: fg E Mult K(D), et ljPll~g(IPI(g=f~(P) pour 
tout P E K[X]. Supposons que fD E Mult (K(D), 11 110) alors fg(P) = l[P/j~,, 
pour tout P E K[X]. Alors, d’aphs la proposition IILl., D est front&e 
analytique de son enveloppe. 
La rhiproque rhsulte du corollaire 111.2. 
Un ferm6 born6 D de K de rayon R est dit infraconnexe [3] si, pour 
tout a E D, l’application fa: z + lx-al est telle que fa(D) soit dense dans 
Lo, RI. 
Le lemme suivant est immhdiat: 
LEMME 111.4. Une partie D de K est infrawnnexe si et seulement si, 
pour tout rdel r tel que 0 <r~ diam (D) et pour tout a E D, il exkte une 
suite (xn) d’e’lkments de D telle que lim n++oo /x,--al =r et jxn-al <r, pour 
tout 12. 
Notons cette caracthisation des infraconnexes : 
LEMME 111.5. Soit D un fermk borne’ de K; alors D est infraconnexe 
si et seulement si, pour tout disque circonfe’rencid d de K tel que d _C p et 
d IT D# 0, d I? D est frontibre analytique de d. 
PREUVE : Condition ntcessaire : on a r = diam (d) < diam (D) ; soit 
a E d CT D, d’aprh le lemme 111.4., il existe une suite (z~) d’6lkments de 
D telle que lim n++oo Ix,-al=r avec jxB---al<r et il en r6sulte que (xn) 
est une suite contenue dans d n D et que 
lim IxP-xql =r. 
9. P 
9*q 
Condition sufisante: soit a E D et soit r tel que 0 <r< diam (D). Soit 
d le disque de centre a et de rayon r; il existe une suite (Us) de D n d 
telle que 
lim Iu,-zc,l=r, 
9. Q 
9+q 
d’oh lim Iun - al = r. 
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COROLLAIRE 111.6. Un infraconnexe est fro&&e analytique de son 
enveloppe. 
PROPOSITION 111.7. Soit D un infraconnexe et soit f E Mult (K(D)). Si 
f est du type I, c’est-&dire si f =fd, alors f E Mult (K(D), 11 Ilo), si et 
seulement si d C p et si d n’est contenu duns aucun trou de D. Si f est du 
type II, c’est-&dire f = limn++oo fd, oh (CL) est une suite ddcroissante de 
disques circonfkrenciks telle que & d,=e, alors f E Mult (K(D), 11 110) si 
et seulement si, b partir d’un certain rang, d, est inclus dans @ et d, n’est 
contenu dans aucun trou de D. 
PREUVE : Les conditions sont necessaires d’apres la proposition 11.5. 
Montrons qu’elles sont suffisantes. Soit (&) une suite de disques circon- 
f&em&s de K tel que lim,,+, fd,, = f. 
Si nn &=D, d’apres la proposition 1.3., on a f = fD et on conclut en 
utilisant les corollaires 111.6. et 111.3. 
On peut done supposer que, a partir d’un certain rang, d, C &I et d, 
non contenu dans un trou de D. Soit a, un centre de d, et r, le diametre 
de cl,. Pour tout E> 0, le disque circonferencie d%(e) de centre a, et de 
rayon rn+a rencontre D et l’on peut supposer d,(e) C 0. Alors d,(e) A D 
est front&e analytique de dn(e) et si Q, E K(D), on a d’apres le corol- 
laire 111.2. : 
f&k)(9)) < k?%,W nD< 1blD 
en faisant tendre E vers zero, on voit que fd,(v) Q 11qzjl0, d’oh f(v)< llq& 
Nous allons maintenant generaliser quelque peu la notion de front&e 
analytique de la fapon suivante: 
Soit d un disque circonferencie de K et J une partie de K; J sera 
appelee approche analytique de d s’il existe une suite (x,) d’elements de 
J et un point a de d tels que 
lim Ix,-al = lim Ixp-xqi = diam (d). 
n-S+,20 9-Q 
9=kQ 
Remarquons que si J est approche analytique de d, alors J est front&e 
analytique de d si et seulement si J C d. 
LEMME 111.8. J est approche analytique de d si et seulement si, pour 
tout b Ed, il existe une suite (u,) de J telle que 
lim lb --u%l= lim Iup-uuq( = diam (d). 
n-t+co 9. Q 
9lQ 
PREUVE : S’il existe une sous-suite infinie (2,) de (u,) telle que X~ $ d, 
c’est termind; sinon on applique le lemme 11.5. 
THEOREME 111.9. Soit D un fermC born& de K, et soit d un disque 
circonft?ren& de K tel que d C 0; alors fd E Mult (K(D), II IID) si et seule- 
ment si D est approche analytique de d. 
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PREWE : Soit un une suite d’elements de D et soit a E d tels que 
lim IuP-u,/= lim Iun-al= diam (a); 
9*P +++a, 
p--r+00 
a++.= 
alors d’aprbs la proposition 11.6., pour tout q E K(D), on a: 
Montrons maintenant la reciproque : 
a) Si & n D= 0, la propriM “D est approche analytique de d” est 
alors Bquivalente B la proprib “d non contenu dans un trou de D”. 
Dans ce cas, on applique la proposition 11.3. 
b) Supposons done que d n DZ 0. Supposons maintenant que 
T= diem (d) ne soit pas nul et que d soit centre en 0 E d n D. Si D n’est 
pas approche analytique de d, & n D n’est pas front&e analytique de d 
et il existe done P(X) E K[X] tel que IIP(X)lld”o<fd(P(X)). D’autre part, 
il existe e>r tel que, pour tout z E D, on ait 1x1 4 IT, e[. Soit a E K tel que 
Ial E ]r, ,o[ et posons 
plq(X) = p(x) 
x q’ I- a 
0 
pour tout q E N *. Alors qq(X) E K(D). 
Si x Ed, on a lx/al < 1 done II- (x/a)ql = 1 et par suite Ilo)4(X)lldn~= 
= IIWW~~D et fddXN=fdWW9 ad: Il~q(x)ll~no<f~(p(X)). 
Si xED--dnD, on a ]x]>e et 
avec lal<e, d’oh Ilvq@)ll - DdllD<ll~(4llD (7)“. On peut alors choisir q 
pour que II~~~~~II~=IIQ)p~~~lldn~ et ah3 h(~)~~D~fdb?d~)~ &oh: 
fa 4 Mdt UW), II lld 
REMARQUE: Soit a E D, alors fta) E Mult (K(D), (I 110). 
COROLLAIRE 111.10. &it K un corps maximulement complet et 8oit D 
un fermd bornd de K; alors un e’ldment f de Mult (K(D)) appatient 2L 
Mult (K(D), II II D si et seulement si D est approche analytique du dkque 1 
associk ic f. 
Etudions maintenant les normes de type II: 
!I!HEOREME III. 11. Xoit D un fermd born& et soit (d,,) une mite strictement 
ddcroissante de disques circonff+encib telle que an C p et on an= 0; ah3 
lima++a f% E Mult (K(D), II II D ) .si et seulement si d,, n D # 0 b prtir d’un 
certain rang. 
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PREWE : Corulition dcessaire: puisque n cl, =O, la condition 
“d, n D+ 8, & partir d’un certain rang” est Bquivalente a la condition 
“d, non contenu dans un trou de D, a partir d’un certain rang”. En effet, 
si d, n D= 0, alors &+I est contenu dans le disque non circonferencie 
concentrique a dn et de m&me diametre que d,,, done &,+I est contenu 
dans un trou de D. 
Condition m&ante: si, pour tout n, on a d, n D ~0, on peut trouver 
une suite (&) extraite de (&) et une suite (ak) de points de R telles que 
ak E & n D et ak $ &+I n D; alors, en utilisant la proposition 11.7. on 
obtient, pour tout q~ E K(D), 
d’oh 
lim fd,W= lim IdanN 
?I-++52 n-c+02 
lim fd,(d < IldXb 
n-+-S 
REMARQUE: On sait que tout ideal maximal de K(D) est de codi- 
mension 1 et de la forme (X-a)K(D), oh a E D. Si f E Mult (K(D)), le 
noyau de f (que l’on notera ker f) c’est-b-dire {p, E K(D) ; f(q) = O> est un 
ideal premier. On notera Mul& (K(D)) (resp. Mult, (K(D), )I 110)) Z’ensemble 
des f E Mult (K(D)) (resp. Mult (K(D), I( 11~)) tels que ker f soit un i&&z2 
TTUZX&& de K(D). 
On a alors: 
PRo~osrrroN 111.12. (i) L’application a 3 ftal e8t un hom~omor~hisme 
de D NW Mult, (K(D), II IID). 
(ii) Mulf (K(D), II 110) eat dense clans Mult (K(D), 1) 110). 
PREUVE: (i) On pour v E K(D), f~a~(~)=I~(a)l. 
Soit y : a --f ffa) ; ly est de fagon evidente continue. Montrons que ‘y-1 
est continue : en effet, soit a G D ; l’image par y du disque circonf&enc% 
de centre a et de rayon E> 0 est l’ensemble des fct,, tels que Ifru(X)- 
- ffaj(X)I GE c’est-a-dire est un voisinage de ffa, dans Mult, (K(D), )I 110). 
(ii) Soit (a,,) une suite decroissante de disques circonferencies de K 
et (an) une suite de points telles que a, E d, et a, 4 &+I ; alors si 
f = lim fd,, d’apres la proposition 11.7., on a pour tout 97 E K(D): 
IV. SEMI-NORMES MULTIPLICATIVES ET FILTRES CIRCULAIRES 
Nous allons maintenant introduire la notion de filtre circulaire qui 
permettra, par un seul theo&me, de caract&iser les elements de 
Mult VW% II IId- 
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DEFINITION 1. Soient a E K et rl et r2 deux nombres reels tels que 
O<rl QQ. On appelle couronne de centre a, de rayon infhrieur rl et de 
rayon suptkieur r2, l’ensemble C(a, rl, r2) des z E K tels que rl G Ix-al <rz. 
LEMME IV.1. Soit @ une suite strictement ddcroissante de disques cir- 
confe'rencit% da et soit & l’ensemble des couronnes C(a, r1, 59): oh a E n d, 
et rl <limn diam (&) < r2 ; alors @ u & est un systkme g&n&ateur de jiltre [2]. 
PREUVE : Si nndn=e) ou si diam(n,d,)=O, alors &=P, et @ est 
une base de filtre. 
Si nn &#P) et dim (nn$)#O, alors @C&. Soit C(Q, et, ,m)(~-l,...,~) 
une famille contenue dans @. Soient b E nn d, et x E K tel que 
r<lx--bl Q Inf (1~2); 
i-l. . ...* 
on a Ix--b1 = jz--ai[, pour tout i et par conshquent 
x E n ch et, pd. 
i=1....,u 
DEFINITION 2. On appelle Jiltre circuluire le filtre 3 sur K engendk 
par une famille de la forme @ u 6 et @ u & est appelh systhme gknne’rateur 
cunonique de 8. On note A@)= nre8 ‘. 
11 est alors facile de voir que .4(s) = n d,. 
a,rr 
LEMME IV.2. Soit d un disque circonfhencik de K; alors il existe un 
jiltre circulaire 3 unique tel que A@) =d. 
PREUVE : Si d=(a), le filtre circulaire est le filtre des voisinages de a. 
Si diam (d) > 0, le filtre circulaire est le filtre engendr6 par les couronnes 
C(a, rl, r2) oh a E d et rl< diam (d) <r2. 
PROPOSITION IV.3. Soit 3 un jiltre circulaire de K et @ u h un g&d- 
rateur canonique de 3. Alors pour tout P(X) E K[X], x + JP(x)/ admet 
une &mite s&ant 54: note’e f5(P) et kgale ic lirndtiEm f%(P). L’aj@ication 
3 --f f8 est une bijection de l’ensemble des jiltres circulaires de K sur 
Mult (K[X]). De plzls, fs est du type I (req. du type II) si et seulement 
si A@)#@ (resp. A@)=@). 
PREUVE : Montrons la premihe partie de la proposition pour un 
polyndme de la forme (X-b) oh b E K. 
Si A@)#@ et si b $ A@) on a fd&(X-b)= /a--b/ oh a E A@). 11 
existeFEGtelque b$‘etona:pour XE~, Ix-bl=la-bj; si bid, 
on a fdCSj(X-b) = diam (A(g)) =r. Soit E> 0; alors pour tout Bldment x 
de C(b, r--E, r+e) on a: 
r--E<Ix-bjcrfs, 
d’oh le rksultat. 
Si A@)=@, on a vu que CD est base de 3. 
Montrons la seconde partie de la proposition: on assooie & tout Bl6ment 
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f de Mult (K[X]) un filtre circulaire de la fagon suivante: si f est de 
type I, c’est-L-dire si f =fd, on associe a f le filtre circulaire associe & d 
comme dans le lemme IV.2. 
Si f est de type II, soit (an) une suite strictement decroissante de 
disques circonferencies telle que f = lim, fd, alors nm d, = 8 et le filtre 
admettant (&) pour base est un filtre circulaire. 
On notera s(f) le j&e circulaire associd h f. 
Soit f E Mult (K(D)); alors f sera caracterise par le filtre circulaire note 
s(f), associe a sa restriction a K[X]. Reciproquement, soit f E Mult (K[X]), 
alors f se prolonge en un kldment de Mult (K(D)) si et seulement si le Jiltre 
circulaire S(f) n’est pas le jiltre des voisinages d’un point au complCmentaire 
de D clans K. 
PROPOSITION IV.4. Soit f E Mult (K(D)) ; alors: 
a) f ~Mult W(D)), II lb) si et seulement si le Jiltre circulaire S(f) 
assock! d f est &ant ()I D ; 
b) dam ce cas, on a f(y)= lim5(t,nD j&r)], pour tout pl E K(D). 
PREUVE : a) C’est evident, si f est de type II d’apres le theoreme III. 11. 
Supposons f de type I, soit f = fd, nous allons montrer que la condition 
“D est approche analytique de a?” est Bquivalente b la condition “le filtre 
S(f) est secant b D”. Si D est approche analytique de d, soit C(a, Q, ,u) 
une couronne telle que a E d et e < r = diam (d) <p ; d’apres la proposition 
III.l.b., C(a, e, ,u) rencontre D done s(f) est secant a D. Reciproquement, 
soit a E d et considerons la suite des couronnes C(a, r - 1 /n, r + 1 In). Soit 
un E C(a, r-l/n, r+l/n) n D; on a limn-t+a, ]a-u,l=r. Si pour tout N, 
il existe n>N avec ]un -al #r, alors 
lim lu,-u,l =r 
1E. m 
VS*?Tl 
et D est approche analytique de cl. 
Supposons done que, pour tout a E d et pour toute couronne C(a, r - l/n, 
r + l/n), la condition “b E C(a, r - l/n, r + l/n) n D” entraine “lb-al =r”. 
Nous construisons, par recurrence, une suite (bp) de la fagon suivante: 
soit ba E d et bi E D tel que Ibi - boj = r et, de fapon g6n&ale, 6, E n::t C(b,, 
r-l/n, r+ l/n). 
On a done lb,--b,l=r pour q<n, d’oh 
lim lb,--b,j =r 
n.m 
?%*I?1 
et alors D n d est front&e analytique de d. 
b) Si P(X) E K[X], on a limgcnnD IP( = limgcn IP( et la demon- 
stration s’acheve en utilisant la multiplicativit6. 
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v. LES SEW-NORMES MULTIPLICATIVES SXIR H(D) 
Tout element de Mult (K(D), 11 110) se prolonge de fagon unique en 
un element de Mult (B(D), 11 l/n). Reciproquement, tout element f de 
Mult (B(D), 11 l/n) d&nit, par restriction, un element de Mult (K(D), 11 110) 
note aussi f. 11 r&n&e done du chapitre precedent que l’on peut encore 
oaracferiser les 616ments de Mult (B(D), 11 IID) par les filtres circulaires 
de K s&ants & D. 
PROPOSITION V.l. &it f E Mult (H(D), II 110) et soit g(f) Ze jibe cir- 
cd&e u88oci6; abm pour tout fp E H(D), on a f(p)= limgc,,nD Iq(x)l. 
PREUVE : Soit v E H(D) et vn une suite de K(D) convergeant unifor- 
m6ment sur D vers y, soit f E Mult (H(D), (I 110) et s(f) le filtre associe 
a f. Alors, grace a la convergence uniforme, on a: 
lim ( lim Ip)&)l)= lim ( lim IQ)&)[). 
OcnnD n-r+- +++- 8VJnD 
Pour tout f E Mult (H(D), II Ilo), on notera ker f I’iddal premier des 
e, E H(D) tel que f(v)=O. D’autre part, on notera Multa (H(D), 1) 110) le 
sous-ensemble des 616ments f de Mult (H(D), II 110) tels que ker f soit 
un ideal maximal et de codimension 1. 
PROPOSITION V.2. i) L’application a --f ftaj est un homtirphisme de 
D NM Mult, MW), II lb); 
ii) Mult, (H(D), 11 110) eat dense duns Mult (H(D), II 110). 
PREUVE: On sait, en effet, d’apr&s le th6orbme VI.2. de [3] que les 
idbaux maximaux de codimension 1 de H(D) sont de la forme ker ffa). 
Alors la d6monstration se poursuit comme dans la proposition III. 12. 
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